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UDC 519.6 
I. I. PERSHYNA, I. A TOKMAKOVA 
OPTIMAL CHOICE OF PLANES FOR PLACING TOMOGRAMS IN COMPUTED TOMOGRAPHY 
The solution of the problem of reconstructing the internal structure of a three-dimensional body by the known tomograms produced by a computer to-
mograph using interflatation of functions and blending approximation is proposed. The known methods of approximating functions of one and two 
variables by interpolation type piecewise constant splines using means and medians are also considered. The paper presents an algorithm for optimiz-
ing the choice of the planes in which the tomograms produced by a computer tomograph are placed. The case is considered when all the tomograms 
are parallel to each other. The algorithm developed uses approximations of objects by classical piecewise constant splines. The internal structure of a 
three-dimensional body (density or absorption coefficient) is assumed to be given by a function of three variables of the form 
( , , ) ( ) ( , )h x y z f x g y z= , where g  is an arbitrary function, provided that f  is a monotone function on a closed segment. The method of optimal 
choice of the planes for placing the tomograms is implemented using MathCad computer software. 
Key words: tomograms, piecewise constant splines, interflatation, blending approximation. 
Ю. І. ПЕРШИНА, І. А. ТОКМАКОВА 
ОПТИМАЛЬНИЙ ВИБІР ПЛОЩИН, НА ЯКИХ РОЗМІЩЕНІ ТОМОГРАМИ, В КОМП’ЮТЕРНІЙ 
ТОМОГРАФІЇ 
Представлено розв’язок задачі відновлення внутрішньої структури тривимірного тіла за відомими томограмами, що поступають з 
комп’ютерного томографу, за допомогою інтерфлетації функцій та мішаної апроксимації. Розглянуто також відомі методи наближення фун-
кцій однієї та двох змінних кусково-сталими сплайнами інтерполяційного типу, з використанням середніх та медіан. В статті пропонується 
алгоритм оптимізації вибору площин, на яких розміщені томограми, що поступають з комп’ютерного томографу. Розглядається випадок, 
коли всі томограми паралельні одна одній. Запропонований алгоритм використовує наближення об’єктів класичними кусково-сталими 
сплайнами. При побудові алгоритму істотно використовується припущення про те, що внутрішня структура тривимірного тіла (щільність 
або коефіцієнт поглинання) є функцією від трьох змінних вигляду ( , , ) ( ) ( , )h x y z f x g y z= , де g  – довільна функція,  при умові, що f  – 
монотонна функція на замкненому відрізку. Представлена чисельна реалізація методу оптимального вибору площин, на яких лежать томо-
грами, в системі компʼютерної математики MathCad. 
Ключові слова: томограма, кусково-сталі сплайни, інтерфлетація, мішана апроксимація. 
Ю. И. ПЕРШИНА, И. А. ТОКМАКОВА 
ОПТИМАЛЬНЫЙ ВЫБОР ПЛОСКОСТЕЙ, НА КОТОРЫХ РАЗМЕЩЕНЫ ТОМОГРАММЫ, В 
КОМПЬЮТЕРНОЙ ТОМОГРАФИИ 
Представлено решение задачи восстановления внутренней структуры трехмерного тела по известным томограммам, поступающим от ком-
пьютерного томографа, с помощью интерфлетации функций и смешанной аппроксимации. Рассмотрены также известные методы прибли-
жения функций одной и двух переменных кусочно-постоянными сплайнами интерполяционного типа, с использованием средних и медиан.  
© I. I. Pershyna, I. A. Tokmakova, 2019 
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В статье предлагается алгоритм оптимизации выбора плоскостей, на которых размещены томограммы, поступающие от компьютерного то-
мографа. Рассматривается случай, когда все томограммы параллельны друг другу. Предложенный алгоритм использует приближения объек-
тов классическими кусочно-постоянными сплайнами. При его разработке существенно используется предположение о том, что внутренняя 
структура трехмерного тела (плотность или коэффициент поглощения) является функцией от трех переменных вида ( , , ) ( ) ( , )h x y z f x g y z= , 
где g  – произвольная функция, при условии, что f  – монотонная функция на замкнутом отрезке. Представлена численная реализация ме-
тода оптимального выбора плоскостей, на которых лежат томограммы, в системе компьютерной математики MathCad. 
Ключевые слова: томограмма, кусочно-постоянные сплайны, интерфлетация, мешаная аппроксимация. 
Introduction and analysis of previous results. In recent years a new scientific direction, known as computer aid-
ed tomography, has been developing rapidly infiltrating into various branches of human knowledge. A lot of scientists in 
their innovative works link computer aided tomography to a new computational diagnostics methods, namely the method 
of computed tomography (CT), which consists in computational reconstruction of functions of two and more variables by 
their known line integrals (over a sequence of straight lines) or their plane integrals (over a sequence of planes). The 
method of computed tomography allows studying the internal structure, physical properties or chemical composition of 
an object by the characteristics of the radiation passing through the object (transmission tomography) or emitted by the 
object itself (emission tomography). 
A dramatic increase in the popularity of CT is due to the invention and improvement of medical tomographs (in 
particular the X-ray tomographs) and also to the fact that in most cases the results can’t be obtained by any methods oth-
er than CT. In about 20 recent years five generations of X-ray computer tomographs have been created. Mathematical 
modeling of computer tomographs plays a crucial role in their constructing, wherein mathematical models of tomo-
graphs’ various nodes are developed and studied using various optimization methods. 
Nowadays tomographic methods are used in medicine, astronomy, astrophysics and physics of the atmosphere of 
the Earth, for plasma diagnostics, radiolocation, optics, geology, when analyzing the heat exchange in the ocean top lay-
er, in geology, geophysics, physiology, object quality non-destructive testing (flaw detection), microscopy and in many 
other branches of modern science and technology. 
In [1] the problem of reconstructing the internal structure of a 3D body by the known tomograms in a system of 
section planes is solved using interflatation functions. In [2] blending approximation is used for solving the problem of 
3D computer tomography. These are high accuracy methods. In [1] and [2] the tomograms produced by a computer to-
mograph are assumed to be situated in equidistant parallel planes. 
In the present paper the method for optimal choosing the planes in which the tomograms are placed is proposed. 
The method allows to choose optimally the planes, which are, for example, perpendicular to the Ox  coordinate axis, for 
any 3D body described by the formula ( , , ) ( ) ( , )h x y z f x g y z= , where g  is an arbitrary function and f  is a monotone 
function of one variable. 
 
The known methods for approximating functions of one variable by piecewise constant splines. 
Interpolation type piecewise constant splines of one variable. 
There are three types of operators approximating continuous functions of one variable by piecewise constant func-
tions (splines of order 0) [3 – 6]. The simples one is approximating by interpolation type operators, which replace the 
approximated function ( ) ,g t t E∈ , by its value ( )1
2
k kt tg −
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The function g  is Lipchitz of order : 0 1α α< ≤ : Mg Lip α∈ , on a segment [ ],I a b= , where the class of Lipchitz 
functions is defined as follows: 
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Piecewise constant splines of one variable using means. 
In this case the approximation operator replaces the approximated function ( )g t  by its mean value over the parti-
tion interval ( )1,k kt t− : ( )
11
1 k
k
t
k k t
g t dt
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−
−
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1
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The approximation error here is given by: 
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t t
g g t g tω
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For a continuous Lipchitz function the above error estimates are reduced to the following simple formula: 
( ), , 0 1Cg M αω α∆ = ∆ < ≤ . 
Piecewise constant splines of one variable using medians. 
For this approach the non-linear approximation operator ( )Sg t  replaces the approximated function ( )g t  by its 
median on each partition interval ( )1,k kt t− , i.e. 
( )
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For the error of approximation of a function ( ) ( )g t C E∈  by the median the following inequality holds: 
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where [ ] ( ) ( )0,1 0 10 1max minttB Var g g t g t≤ ≤≤ ≤= = −  is the variation of g on [ ]0, 1 . 
The best approximation by piecewise constant splines of one variable using medians. 
These are the non-linear operators ( )Sg t replacing the approximated function ( )g t  by its median 
( ) ( )
11
max min
2
k kk k t t tt t t
g t g t
−−
≤ ≤≤ ≤
 
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 
, 
on each partition interval ( )1,k kt t− , when the nodes kt  are chosen such that 
( ) ( )
11
max min
,
2
k kk k t t tt t t
g t g t
M const k−− ≤ ≤≤ ≤
 
+  
= = ∀ . 
The best approximation by piecewise constant splines using medians admits the following error estimate in the L
∞
 
norm: 
( ),
2L E
Mg Sg g C E
n∞
− ≤ ∀ ∈ . 
 
Approximation of ( ) 2,g x y C E ∈    by piecewise constant splines. 
Interpolation type piecewise constant splines of two variables. 
There exist five types of operators approximating continuous functions of two variables by piecewise constant 
functions (splines of order 0). The simplest method of approximation is by interpolation type operators replacing the ap-
proximated function ( ),g x y  by its values k-1 l-1,
2 2
k lx x y yg
+ + 
 
 
 computed at the center of each partition rectangle 
( ) ( )1 1, ,k k l lx x y y− −× , i.e. 
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( ) ( ) ( ) ( )k-1 l-1 1 1, , , , , ,2 2
k l
k k l l
x x y ySg x y g x y x x y y
− −
+ + 
= ∈ × 
 
. 
The error of approximation by these operators is: 
( ) { }2 1 11, max , , 02 k k l lC E k ng Sg O M x x y y
α
− −
≤ ≤
 ∆ 
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. 
Piecewise constant splines of two variables using means. 
When approximating by piecewise constant splines of two variables using means, the approximation operator re-
place the given function ( ),g x y  by its mean over respective partition rectangle ( ) ( )1 1, ,k k l lx x y y− −× : 
( ) ( )
1 1
,
1 1
1 1
,
k l
k l
x y
k l
k k l l x y
m g g x y dx dy
x x y y
− −
− −
=
− −
∫ ∫ .                                                  (1) 
Thus the approximation operator is given by the formula: 
( ) ( ) ( ) ( )
, 1 1, , , ,k l k k l lSg x y m g x x y y− −= × . 
The approximation error in this case is determined by the inequality: 
( ) ( ) ( ) ( )2 2, , 0 1, ,CL Eg Sg g O M g x y C Eαω α
∞
 
  
− ≤ ∆ = ∆ < ≤ ∀ ∈ . 
Piecewise constant splines of two variables using medians. 
For this type of approximation a non-linear approximation operator ( ),Sg x y  replaces the approximated function 
( ),g x y  by its median on a partition rectangle ( ) ( )1 1, ,k k l lx x y y− −× : 
( ) ( ) ( )
11
11
,
1
max , min ,
2 k kk k
l ll l
k l
x x xx x x
y y yy y y
med g g x y g x y
−−
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≤ ≤≤ ≤
≤ ≤≤ ≤
 
 
= +
 
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. 
Thus 
( ) ( ) ( ) ( )
, 1 1, , , ,k l k k l lSg x y med g x x y y− −= × . 
The approximation error in this case is: 
( )2 2C E
Mg Sg O
n
 
− =  
 
. 
When constructing such non-linear approximation operators the best approximation can be determined. To this end 
the partition (i.e. the partition nodes ( ),k lx y ) are to be found for which the approximation is the best possible. 
Blending approximation by interpolation type piecewise constant splines of two variables. 
This type of operators for approximating a function of two variables ( ),g x y  are given by the formulae: 
( ) ( ) ( )1 2 1 2, ,OIg x y OI OI OI OI g x y= + − ; 
( ) 11 1, , ,2
k k
k k
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; 
( ) 1 11 2 1 1, , , ,2 2
k k l l
k k l l
x x y yOI OI g x y g x x x y y y− −
− −
+ + 
= < < < < 
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. 
Application of such approximation operators produces the error: 
( ) ( )2 2 , 0C Eg OIg O ε ε− = → , 
in case ( ) ( ) ( ) ( )2 21 2,C E C Eg OI g O g OI g Oε ε− = − = . 
Blending approximation [7] by piecewise constant splines of two variables using means. 
This type of approximation operator is given by the formulae: 
( ) ( ) ( ), 1 2 1 2 ,Sg x y S S S S g x y= + − , 
where 
( ) ( )
1
1
1
11 , , , 1,
k
k
x
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S g y g y d x x x k n
x x
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−
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( ) ( )
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η η
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− ∫ . 
The operators 1 2S S g  are determine as in (1). 
 
 
 
 
 
  
a b 
 
Fig. 1 –MathCad screen: a – function ( )z x ; b – values of ( )z x  at nodes ix . 
 
MathCad program for optimal choosing the planes for placing the tomograms. Let a given 3D body is de-
scribed by the formula ( , , ) ( ) ( , )h x y z f x g y z= , where g  is an arbitrary function and f  is a monotone function of one 
variable. 
Consider the method for optimal choosing the planes on the example of a monotone function of one variable ( )f x . 
The algorithm is implemented using the MathCad computer software. 
 
 
 
 
 
 
 
a b 
 
Fig. 2 –MathCad screen: a – function ( )J x ; b – optimal nodes W . 
 
Let, for example, 2( ) , [0, 1]f x x x= ∈ . We choose 10 nodes on the interval [0, 1] : 
, 10, 1,i
ix n i n
n
= = = . 
The nodes represent the planes in which the tomograms produced by a computer tomograph are placed. These 
planes are assumed to be perpendicular to the Ox  coordinate axis. 
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We introduce the function ( )z x  describing the difference of the values of the function ( )f x  at two successive 
nodes (fig. 1). 
Next we solve the system of equations (fig. 2, a) and determine the optimal distribution of nodes W (fig. 2, b). 
In fig. 2 ( )J x  describes the maximal deviation between the mentioned values of the function ( )z x . We construct a 
piecewise constant spline with the optimal nodes W . The results are shown in fig. 3. 
 
 
 
 
  
a b 
 
Fig. 3 – MathCad screen of a spline with the optimal nodes W : 
а – analytical representation; b – graphical representation. 
 
Thus, we get the optimal placement of the tomograms in the planes perpendicular to the Ox  coordinate axis on the 
interval [0,1] . The optimal nodes in this case are given by the column W  (fig. 2). 
 
Perspectives of further research. The perspective application of the algorithm presented in the paper, as seen by 
the authors, is for reconstructing the internal structure of a 3D body by function interflatation or blending approximation 
in the case when the tomograms are in the planes perpendicular to the coordinate axes [1], as well as when arbitrary 
planes are chosen [10], and also when the internal heterogeneity of the body structure is used essentially [7 – 9]. 
 
Conclusions. An algorithm for optimal choosing the planes for placing the tomograms in the 3D computed tomog-
raphy in the case when all the tomograms are parallel to each other is presented. The internal structure of the recon-
structed 3D body (density or absorption coefficient) is assumed to be given by a function of three variables of the form 
( , , ) ( ) ( , )h x y z f x g y z= , where g  is an arbitrary function, provided that f  is a monotone function on a closed seg-
ment. 
Piecewise constant splines of one variable are used for approximation. The method proposed is implemented using 
the approach developed in [5]. 
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Ю. А. ПЛАКСІЙ, І. О. ГОМОЗКОВА 
АНАЛІЗ ТОЧНОСТІ АЛГОРИТМА ОРІЄНТАЦІЇ Р. МІЛЛЕРА НА ЧОТИРЬОХЧАСТОТНІЙ 
ЕТАЛОННІЙ МОДЕЛІ ОБЕРТАННЯ ТВЕРДОГО ТІЛА 
Запропоновано нове аналітичне представлення компонент кватерніона орієнтації твердого тіла у вигляді алгебраїчної суми добутків триго-
нометричних функцій кутів, що одномоментно змінюються у часі. З оберненого кватерніонного кінематичного рівняння отримані аналітичні 
вирази для компонент вектора кутової швидкості, що відповідають такому обертальному руху. Для задачі оцінювання точності алгоритмів 
безплатформеної орієнтації сформовано еталонну модель обертання, яка включає аналітичні вирази для ідеальних сигналів датчиків кутової 
швидкості у вигляді квазікоординат. Для декількох наборів частот отримано чисельні реалізації еталонної моделі, побудовані траєкторії в 
конфігураційному просторі параметрів орієнтації. Проведено чисельний аналіз похибки дрейфу для алгоритму орієнтації четвертого поряд-
ку з використанням у якості проміжних параметрів компонент вектора орієнтації, приріст якого на такті обчислюється алгоритмом Р. Міл-
лера при різних значеннях коефіцієнтів. Показано, що алгоритм Р. Міллера з новим набором коефіцієнтів забезпечує меншу накопичену по-
хибку дрейфу у порівнянні з традиційним алгоритмом і оптимізованим під конічний рух. 
Ключові слова: кватерніон, еталонна модель, тестовий рух, квазікоординати, траєкторії в конфігураційному просторі, алгоритм оріє-
нтації, похибка дрейфу. 
Ю. А. ПЛАКСИЙ, И. А. ГОМОЗКОВА 
АНАЛИЗ ТОЧНОСТИ АЛГОРИТМА ОРИЕНТАЦИИ Р. МИЛЛЕРА НА ЧЕТЫРЕХЧАСТОТНОЙ 
ЭТАЛОННОЙ МОДЕЛИ ВРАЩЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 
Предложено новое аналитическое представление компонент кватерниона ориентации твердого тела в виде алгебраической суммы произве-
дений тригонометрических функций углов, одномоментно изменяющихся во времени. Из обращенного кватернионного кинематического 
уравнения получены аналитические выражения для компонент вектора угловой скорости, которые отвечают такому вращательному движе-
нию. Для задачи оценивания точности алгоритмов бесплатформенной ориентации сформирована эталонная модель, которая включает ана-
литические выражения для идеальных сигналов датчиков угловой скорости в виде квазикоординат. Для нескольких наборов частот получе-
ны численные реализации эталонной модели, построены траектории в конфигурационном пространстве параметров ориентации. Проведен 
численный анализ погрешности дрейфа для алгоритма ориентации четвертого порядка с использованием в качестве промежуточных пара-
метров компонент вектора ориентации, приращение которого на такте вычисляется алгоритмом Р. Миллера при разных значениях коэффи-
циентов. Показано, что алгоритм Р. Миллера с новым набором коэффициентов обеспечивает меньшую накопленную погрешность дрейфа по 
сравнению с традиционным алгоритмом и оптимизированным под коническое движение. 
Ключевые слова: кватернион, эталонная модель, тестовое движение, квазикоординаты, траектории в конфигурационном пространст-
ве, алгоритм ориентации, погрешность дрейфа. 
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